
压缩传感理论与重构算法

杨海蓉１，２，张 成１，丁大为１，韦穗１

（１．安徽大学计算智能与信号处理教育部重点实验室，安徽合肥 ２３００３９；
２．合肥师范学院数学系，安徽合肥 ２３００６１）

摘 要： 压缩传感理论（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）以远低于Ｎｙｑｕｉｓｔ采样频率的非适应性测量和优化方法高概率重
构信号．本文介绍了ＣＳ的基本理论、重构算法，包括贪婪、凸优化方法及我们提出的 ＭＢＯＯＭＰ算法；同时，采用０１组
成的随机信号进行性能比较的模拟实验，结果表明我们的算法优于传统的ＯＭＰ算法．
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１ 引言

传统的Ｓｈａｎｎｏｎ／Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理指出，带限信号的
采样频率必须大于其带宽的两倍才能确保完全重构原

始信号．近几年来，作为 Ｓｈａｎｎｏｎ／Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理的另
一种选择，压缩传感（ＣＳ）理论备受大家关注．此理论最
初是由 Ｄｏｎｏｈｏ（美国科学院院士）、ＥＣａｎｄｅｓ（Ｒｉｄｇｅｌｅｔ，
Ｃｕｒｖｅｌｅｔ创始人）及华裔科学家 ＴＴａｏ（陶哲轩，２００６年菲
尔茨奖获得者）等人提出，２００６年 ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ上发表的“ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ”［１］的文
章中首次被系统地论述．该理论一经提出，在信号处理
的多个领域得到高度关注和应用，并被美国科技评论评

为２００７年度十大科技进展．且ＣＳ理论已发展了分布ＣＳ
理论［２，３］（Ｂａｒｏｎ等提出）、１ＢＩＴＣＳ理论［４］（Ｂａｒａｎｉｕｋ等提
出）、ＢａｙｅｓｉａｎＣＳ理论［５］（Ｃａｒｉｎ等提出）、无限维 ＣＳ理论
（Ｅｌａｄ等提出）等，成为数学领域和工程应用领域的一大
研究热点．ＣＳ理论是信号处理领域新近发展的一种新

框架，它把物理、计算和数值方法有机地结合起来去解

决大而复杂的问题．其随机编码过程非常简单，仅需要
计算非相干投影而不做任何其它的处理，采用“少采样，

巧计算”的原则，把技术负担从传感器转移到后台处理

器．ＣＳ的研究思想挑战了 Ｓｈａｎｎｏｎ／Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理的
理论极限，对信号的测量数量远小于传统 Ｓｈａｎｎｏｎ／
Ｎｙｑｕｉｓｔ采样数量，使宽带信号的处理更加有效．而 ＣＳ
理论精确重建原始信号依赖于两个先验：信号的稀疏性

和测量矩阵与测量基之间的非相干性，测量矩阵的限制

等容条件（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）［６］也为精确重
建提供了理论保证．

ＣＳ主要思想是对一类具有稀疏先验的信号，先经
小部分非线性采样，其包含足够信息良好逼近信号，再

通过一定类型的线性或非线性解码机制就可高概率精

确重建原始信号（见图１［７］），我们采用稀疏投影矩阵和
非常稀疏投影矩阵为测量矩阵，利用基于 ｌ１模最小化
模型 ｍｉｎ‖ｘ‖ｌ１

ｓ．ｔ．Φｘ＝ｙ，Ｎ＝４０９６，小汽车图像稀疏
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度 Ｋ＝４２４，（图像来自计算机视觉图像库（ｈｔｔｐ：／／ｓｔａｆｆ．
ｓｃｉｅｎｃｅ．ｕｖａ．ｎｌ／～ａｌｏｉ）））．

ＣＳ理论的三个组成要素是信号的稀疏变换（目前
的稀疏变换有离散余弦变换（ＤＣＴ），小波（ｗａｖｅｌｅｔ），
ｃｕｒｖｅｌｅｔ，过完备原子分解（ｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅａｔｏｍｄｅｃｏｍｐｏｓｉ
ｔｉｏｎ）等）；稀疏信号的非相干测量（目前的测量方式为线
性测量）及稀疏信号的重建算法．其中，快速稳定的重
建算法是将 ＣＳ推向实用化的关键之一，也是 ＣＳ的主
要研究内容之一．

２ 背景知识

定义１（稀疏信号） 给定一组基Ψ＝｛ψｉ｝
Ｎ
ｉ＝１（为简

单起见，假设Ψ为标准正交基），如果信号 ｘ可以表示
成Ψ中Ｋ个基向量的线性组合形式：

ｘ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ａｎψｎ（或Ψａ）＝∑

Ｋ

ｌ＝１
ａｎｌψｎｌ （１）

则称 ｘ为Ｋ稀疏信号．其中系数 ａｎ＝〈ｘ，ψｎ〉＝ψ
Ｔｎｘ，可

见对同一信号而言，ｘ和ａ是该信号的两种等价描述形
式，ｘ为信号在时间域上的表述，ａ为其在Ψ 变换域上
的表述．

事实上，真实和模拟的信号在任何正交基上都未

必有精确的稀疏描述，而是在适当选择的基上具有某

种可压缩的性质．我们称能用 Ｋ项向量的线性组合良
好逼近的信号为可压缩信号；即

ｘ≈ ｘＫ ＝∑
Ｋ

ｎ＝１
ａ（ｎ）ψ（ｎ） （２）

基于上面的概念，所谓的 ＣＳ理论为：在适当选择
的基Ψ＝（ψ１，ψ２，…，ψＮ）上具有 Ｋ稀疏描述的Ｎ采样
信号ｘ∈ＲＲＮ，可通过它在另一组非相干基Φ＝（Ｔ１，Ｔ２，
…，

Ｔ
Ｍ）上的 Ｍ（Ｋ≤ＭＮ）个线性投影（测量）ｙ（ｉ）＝

＜ｘ，Ｔｉ＞，ｉ∈｛１，２，…，Ｍ｝获得精确重建．即
ｙ＝Φｘ＝ΦΨａ （３）

其中，Φ为测量基，ΦΨ 称为传感系统，ｙ为测量向量，
由测量基Φ构成的Ｍ×Ｎ维矩阵为测量矩阵．为方便
起见，本文中假设稀疏基Ψ由单位向量构成，故我们的

目标是通过 Ｍ（ＭＮ）维测量向量 ｙ精确重建或者逼
近信号ｘ．

由条件 Ｋ≤ＭＮ看出ＣＳ理论主要解决的是欠采
样情况下的信号重建问题，信号 ｘ的恢复本质上是一

个病态的求逆问题．但是，原始信号 ｘ很强的稀疏性给
出了从Ｍ个测量中重建ｘ的希望．事实上，可以通过寻
找满足 ｙ中Ｍ个测量向量的最稀疏信号，即信号 ｘ是
下列ｌ０最小化问题的解

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖０ｓ．ｔｙ＝Φｘ （４）
但是，众所周知，解决 ｌ０最小化问题是一个 ＮＰ问

题［８］．因此，Ｄｏｎｏｈｏ在文献［９］中提出了基于最小化 ｌ１
模的等价线性优化模型，也就是利用基于线性规划的

基追踪（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）方法求解：
ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖１ｓ．ｔｙ＝Φｘ （５）

其中Φ应该满足限制等容条件（ＲＩＰ）［６］，即
定义２（限制等容条件） 称一个测量矩阵满足Φ

具有参数（Ｋ，ε），ε∈（０，１）的限制等容条件（ＲＩＰ），若对
所有的 Ｋ－稀疏向量，有（１－ε）‖ｖ‖２≤‖Φｖ‖２≤（１
＋ε）‖ｖ‖２．限制等容条件声明Φ 的每个Ｋ列集合近
似一个正交系统．

通常，基于线性规划的解码器求解需要 ｃＫ个投
影，其中 ｃ≈ｌｏｇ２（１＋Ｎ／Ｋ）［７］，重建复杂度为Ο（Ｎ３）［８］．
Ｃａｎｄèｓ和 Ｔａｏ［１０］证明了在一个更强（数量）的条件下，稀
疏恢复问题等价于问题（４）和（５）；即

定理［１０］ （限制等容条件下的稀疏恢复）．假设测
量矩阵Φ满足具有参数（２ｎ，０．２）的限制等容条件．则
每一个 ｎ－稀疏向量 ｘ（上面表示为 ｖ）能够作为凸优
化问题（６）的唯一解从其测量Φｘ中被精确重建．

３ 信号重建的贪婪算法

从背景知识介绍中，我们知道快速稳定的重建算

法是将 ＣＳ推向实用化的关键之一．目前重建算法主要
地算法包括三类：凸优化方法，贪婪算法和组合算法．

目前文献中提出的凸优化方法有内点方法［１１］、预

计梯度法［２］、以及迭代阈值［３］、迭代硬阈值（ＩＨＴ）［４，６］、
基于布雷格曼（Ｂｒｅｇｍａｎ）距离的 Ｂｒｅｇｍａｎ迭代［１２］等．凸
优化方法能够高概率得到信号的精确重建，通过解决

一个凸优化问题，用其极小化逼近目标函数．
贪婪算法的主要思想是通过迭代计算 ｘ的支撑，

主要包括匹配追踪（ＭＰ）［９］，正交匹配追踪（ＯＭＰ）［１３］（我
们改进的ＭＢＯＯＭＰ算法［１４］），以及正则化的正交匹配追
踪（ＲＯＭＰ）［１５］、逐步正交匹配追踪（ＳＴＯＭＰ）［１６］、压缩采
样匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）［１７］、子空间追踪（ＳＰ）［１８］等．

组合算法要求对信号高度结构化地采样，经由群

测试快速恢复支撑．这类算法包括傅立叶采样［５］、链追
踪［１９］、ＨＨＳ追踪［２０］以及 ＣｏｒｍｏｄｅＭｕｔｈｕｋｒｉｓｈｎａｎ［１４］和 Ｉ
ｗｅｎ［２１］的一些算法．

本文中，我们梳理了有关算法，特别是目前使用频

率比较高并且有代表性的凸优化算法和贪婪算法，详
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细阐述了主要算法的数学框架．
３１ 匹配追踪（ＭＰ）与正交匹配追踪（ＯＭＰ）

我们的目标是从 ｙ＝Φｘ重建最稀疏的ｘ，这两种
算法均通过确定Φ的哪一列参于测量向量ｙ中来确定
ｘ的支撑，运用贪婪模式去确定每一列．在每次迭代中，
选择Φ中与ｙ的剩余部分最相关的列，然后从 ｙ中抽
取该列对ｙ的贡献再对其冗余迭代．

在表１至表７中，ｒｉ表示残差，ｔ表示迭代次数，Λｔ
表示ｔ次迭代的索引集合
表１

ＭＰ重建算法：
（１）初始化：ｒ０＝ｙ，ｔ＝１
（２）找索引Λｔ，使得：Λｔ＝ａｒｇ ｍａｘ

ｊ＝１，２，…，ｄ
｜＜ｒｔ－１，Φｊ＞｜

（３）计算新的近似 ｘｔ和残差ｒｔ：ｘｔ＝＜ｒｔ－１，Φλｔ＞，ｒｔ＝ｒｔ－１－ｘｔ
（４）ｔ＝ｔ＋１，如果 ｔ＜Ｋ，返回第（２）步．

ＭＰ算法由于信号在已选定原子（测量矩阵的列向
量）集合上的投影的非正交性使得收敛可能需要经过

较多次迭代．常用的正交匹配追踪算法 （ＯＭＰ）则通过
递归地对已选择原子集合进行正交化以保证迭代的最

优性，从而减少了迭代次数．
表２

ＯＭＰ重建算法：

（１）初始化 ｒ０＝ｙ，Λ０＝，ｔ＝１
（２）找到索引λｔ，使得：λｔ＝ａｒｇ ｍａｘ

ｊ＝１，２，…，ｄ
｜＜ｒｔ－１，Φｊ＞｜

（３）令Λｔ＝Λｔ－１∪｛λｔ｝
（４）计算｛Φλ：λ∈Λｔ｝张成空间的正交投影 Ｐｔ
（５）计算新的近似 ｘｔ和残差ｒｔ：ｘｔ＝Ｐｔｙ，ｒｔ＝ｙ－ｘｔ
（６）ｔ＝ｔ＋１，如果 ｔ＜Ｋ，返回第（２）步．
（７）获得的估计 ｓ^λ在索引ΛＫ位置的元非零，且在该位置的测量向
量逼近为：ｘＫ＝∑

λ∈ΛＫ

ｓ^λΦλ

ＯＭＰ算法的运行时间是第二步决定，总的耗费是
Ｏ（ＫｄＮ）．
针对ＯＭＰ中原子选择机制相对新的冗余误差的非

最优性，文献［２８］中采用ＯＯＭＰ的选择准则来代替ＯＭＰ
中的选择准则．但由于 ＯＯＭＰ算法没有限制迭代次数，
因此一般有 ｐ≥ｍ，也就是说存在误选原子．因此我们
提出一种新的原子选择机制称为改进的后退型最优

ＯＭＰ算法［１４］（ＭＢＯＯＭＰ），逐步向后剔除多余的原子，直
到剩余原子个数与稀疏度相同为止．（ＭＢＯＯＭＰ算法如
下：

（１）初始化 ｒ０＝ｙ，记γｎ＝φｎ，ｎ＝１，…，Ｎ，取索引

λ１＝ａｒｇｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

｜＜φｎ，ｙ＞｜，索引集合Λ１＝｛λ１｝，正交投影

函数ψ１＝φλ１＝β１和分解系数 ｘ１＝＜φλ１，ｙ＞，迭代计
数 ｔ＝１；

（２）对 ｎ＝１，…，Ｎ，分别计算：γｎ＝γｎ－ψｔ＜ψｔ，φｎ
＞，ｂｎ＝＜γｎ，ｙ＞

ｄｎ＝ｄｎ－｜＜ψｔ，φｎ＞｜
２，ｅｎ＝｜ｂｎ｜２／ｄｎ；

（３）令 ｔ＝ｔ＋１，寻找索引λｔ，使得λｔ＝ａｒｇｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

ｅｎ，记

Λｔ＝Λｔ－１∪｛λｔ｝．记：‖Ｒｔ‖２＝‖Ｒｔ－１‖２－ｅλｔ，ψｔ＝

γλｔ

ｄλ槡 ｔ

，βｔ＝
γλｔ
ｄλｔ
．

（４）对 ｎ＝１，…，ｔ－１计算新的投影和分解系数：

βｎ＝βｎ－βｔ＜φλｔ，βｎ＞，ｃｎ＝ｃｎ－＜φλｔ，βｎ＞ｃｔ
（５）重复（２）～（４）直到对于给定的小正数δ，满足

‖珘Ｒｔ‖２≤δ时，迭代停止．

（６）对于 ｎ＝１，…，ｐ，我们依次计算珘ｘ＝（
ｘｐ１
｜ｘ｜，

ｘｐ２
｜ｘ｜，…，

ｘｐｐ
｜ｘ｜）

Ｔ，消除珘ｘ中ｐ－ｍ个最小的系数，并消除

这个系数对应的原子，从而获得新系数向量珘ｘｎｅｗ＝

（
ｘｐｊ
１

｜ｘ｜，
ｘｐｊ
２

｜ｘ｜，…，
ｘｐｊ
ｍ

｜ｘ｜）
Ｔ和原子集合φλｊ，ｊ＝１，…，ｍ．

在这几种基本迭代算法中，每次迭代均只选择与

残差最相关的一列，自然人们会想：“每次迭代是否可

以多选几列呢？”基于这种思想，许多基于 ＯＭＰ的迭代
方法在近几年被提出．
３２ 正则化的正交匹配追踪（ＲＯＭＰ）

ＲＯＭＰ结合了贪婪算法的速度、简便和凸优化方法

的强力保证．在具有参数（２Ｋ，０．０３／ ｌｏｇ槡 Ｋ）的限制等
容条件下，ＲＯＭＰ能从它的测量 ｙ中精确地恢复一个Ｋ
稀疏信号 ｘ．特别地，ＲＯＭＰ的运行时间与 ＯＭＰ在理论
上是相当的，但在实际中好于ＯＭＰ．
表３

ＲＯＭＰ算法：

（１）初始化 ｒ０＝ｙ，Λ＝，迭代 ｔ＝１，重复下面步骤 Ｋ次或者直到
Λ ≥２Ｋ：
（２）鉴定：计算 ｕ＝＜ｒｔ－１，Φｊ＞
（３）选择：Ｋ个最大的非零坐标构成的集合或者它的所有非零坐
标，选两者小的那个，设为 Ｊ．
（４）正则化：在所有具有可比较坐标的子集 Ｊ０Ｊ中： ｕ（ｉ） ≤
２｜ｕ（ｊ）｜，对 ｉ，ｊ∈Ｊ０，选择具有最大能量‖ｕ｜Ｊ０‖２的 Ｊ０．

（５）更新：增加 Ｊ０到指标集：

Λ←Λ∪Ｊ０，ｘ＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｒ

Ｉ
‖ｙ－Φｚ‖２；ｒ＝ｙ－Φｘ

３３ 子空间追踪（ＳＰ）
ＳＰ算法的基本思想是借用具有回溯的顺序编码理

论，在每一次迭代过程中混合一个简单的方法重新估

计所有候选者的可信赖性．对于满足具有一个与 Ｋ独
立的固定参数的 ＲＩＰ的采样矩阵Φ，ＳＰ算法能够从它
的无噪声测量中精确恢复任意 Ｋ－稀疏信号．ＳＰ算法
的计算复杂度以 Ｏ（ｍＮＫ）为上界，也可能减少到
Ｏ（ｍＮｌｏｇＫ）．而且从图３～５重建结果中看出，ＳＰ算法
兼顾了有效性和复杂度．
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表４

ＳＰ算法：

（１）初始化：Λ＝｛相应Φｙ绝对值最大的Ｋ个指标｝，ｙｒ＝ｒｅｓｉｄ

（ｙ，ΦΛ）：＝ｙ－ΦΛΦΛｙ
（２）迭代：若 ｙｒ＝０，退出迭代；否则继续．

（３）Ｔ′＝Λ∪｛Φｙｒ绝对值最大的Ｋ个指标｝，ｘｐ′＝ΦＴ′ｙ，Λ′＝
｛相应 ｘｐ′最大元的Ｋ个指标｝，珓ｙｒ＝ｒｅｓｉｄ（ｙ，ΦΛ′）

（４）更新：若‖珓ｙｒ‖＞‖ｙｒ‖，退出迭代；否则，设Λ＝Λ′以及ｙｒ＝
珓ｙｒ，继续迭代．

输出：满足 ｘ^｛１，…，Ｎ｝－Λ＝０以及 ｘΛ＝ΦΛｙ的估计信号 ｘ^

３４ 逐步正交匹配追踪（ＳＴＯＭＰ）
ＳＴＯＭＰ的目标是从测量向量 ｙ中重建实际信号ｘ，

得到 ｘ的一个逼近解 ｘ^，其中测量矩阵Φ 来自于 ＵＳＥ
（ＵｎｉｆｏｒｍＳｐｈｅｒｉｃａｌＥｎｓｅｍｂｌｅ），Φ的列是单位球上的独立
同分布点）．
表５

ＳＴＯＭＰ算法：

（１）初始‘解’ｘ＝０，初始残差 ｒ０＝ｙ，计数器 ｔ＝１．

（２）计算 ｃｔ＝ΦＴｒｔ－１＝＜Φ，ｒｔ－１＞

（３）通过阈值产生“大”坐标的一个集合：Ｊｔ＝｛ｊ： ｃｔ（ｊ） ＞ｇｔσｔ｝，

σｔ是一个噪音水平，ｇｔ是一个阈值参数．
（４）更新支撑估计：Λｔ＝Λｔ－１∪Ｊｔ，在支撑Λｔ上得到新的逼近ｘｔ，

为（ｘｔ）Λｔ＝（Φ
Ｔ
ΛｔΦΛｔ

）－１Φ
Ｔ
Λｔ
ｙ，其中ΦΛ表示Φ 中仅取支撑Ｉ对应

的列构成的新矩阵．
（５）更新残差为：ｒｔ＝ｙ－Φｘｔ
（６）检查终止条件（例如 ｓ＝１０），若还没到停止时间，假设 ｔ：＝ｔ＋
１，转到步骤（２），若到了停止时间，^ｘｔ＝ｘｔ．

注：规范噪音水平σｔ＝‖ｒｔ‖２／槡ｎ，典型的阈值参数取值范围为

２≤ｇｔ≤３．

３５ 可压缩采样的匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）
ＣｏＳａＭＰ算法本质上是一种贪婪算法．它结合了组

合算法中的思想以保证速度，提供了严格的误差界［２２］．
这个分析来源于 ＲＯＭＰ上的工作以及 ＣａｎｄèｓＲｏｍｂｅｒｇ
Ｔａｏ在凸优化方法上的实现保证．

假设测量矩阵Φ具有限制等容常数δ４ｓ≤０．１．
表６

ＣｏＳａＭＰ算法：
（１）初始化：ｘ＝０，ｒ０＝ｙ，ｔ＝１．

（２）计算信号代理：ｃ＝ΦＴｒｔ－１＝＜Φ，ｒｔ－１＞
（３）鉴定大的成分，合并支撑集：Ω ＝ｓｕｐｐ（ｃ２Ｋ），Λ ＝Ω∪ｓｕｐｐ
（ｘｔ－１）

（４）通过最小二乘法的信号估计：ｂΛ＝ΦΛｙ，ｂΛ
ｃ＝０

（５）剪枝获得下一次逼近：ｘｔ＝ｂＫ
（６）更新残差：ｒｔ＝ｙ－Φｘｔ
（７）若满足停止标准，则输出 ｘ＝ｘｔ，若不满足，ｔ＝ｔ＋１，回到第

（２）步．

关于此算法的迭代停止标准，亦可以用一个固定

的迭代次数，实际上也有一些其它简单的停止标准．

４ 信号重建的凸优化方法

解决 ＣＳ问题的另一种受欢迎的方式是 ｌ１模最小
化模型：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ‖ｘ‖１ ｓ．ｔｙ＝Φｘ （６）

４１ 迭代硬阈值（ＩＨＴｓ）
迭代硬阈值算法能有效减少每次迭代中的误差，

在一个可达到的最佳误差估计的一个常数因子内被保

证．事实上，这个算法需要一个固定的迭代数目，仅仅
依赖于信噪比率的一个形式的算法．
表７

ＩＨＴｓ算法：
（１）初始‘解’ｘ０＝０，初始残差 ｒ０＝ｙ，计数器 ｔ＝０．

（２）计算 ａｔ＋１＝ｘｔ＋ΦＴ（ｙ－Φｘｔ）

（３）选择最大的 Ｋ个元：ｘｎ＋１＝ＨＫ（ａｎ＋１）

其中 Ｈｓ是硬阈值算子，保持数量大小的最大的 Ｋ个元，设置

其它的元为零．
（４）满足迭代停止条件，否则 ｔ＝ｔ＋１，返回第（２）步

注：这里迭代停止条件可选择具体的迭代次数．

４２ 布雷格曼（Ｂｒｅｇｍａｎ）迭代
布雷格曼迭代正则化由 Ｏｓｈｅｒ等在图像处理的背

景下提出，可应用到压缩传感上．对标准的 ｌ１最小化问
题：ｍｉｎ

ｕ∈ＲＲ
ｎ
｛‖ｘ‖１Φｘ＝ｙ｝，Ｂｒｅｇｍａｎ迭代方法在一个有限

的步骤内产生精确的解，呈现数值结果．
表８

Ｂｒｅｇｍａｎ算法：

（１）初始：ｘ０＝０，ｐ０＝０，ｂ０＝０

（２）迭代：ｘｋ＋１←ｍｉｎ
ｘ
Ｄｐ
ｋ
Ｊ（ｘ，ｘｋ）＋

１
２‖Φｘ－ｙ‖

２，ｐｋ＋１←ｐｋ－ΦＴ

（Φｘｋ＋１－ｙ）

注：ＤｐＪ（ｕ，ｖ）＝Ｊ（ｕ）－Ｊ（ｖ）－＜ｐ，ｕ－ｖ＞，Ｊ（ｘ）＝μ‖ｘ‖１为
Ｂｒｅｇｍａｎ距离，ｐ∈Ｊ（ｖ）是可微函数 Ｊ在点ｖ的次梯度中的一个元，
这里迭代根据具体的误差要求确定迭代停止条件．

５ 模拟实验

我们知道，通常自然图像本身可能非稀疏，但通过

变换，它们可在某种基下稀疏或可压缩．所以基的选择
会对整个ＣＳ理论恢复原始图像的质量有较大影响．本
文中，为了在同等条件下客观地反映上述算法的重构

性能，我们采用本身稀疏的０－１随机信号来进行比较，
这也是文献中通常采用的方法．

本节中，我们做了两种验证．首先是对本身稀疏的
０－１随机信号，用表２至表８的７种算法进行重建性能
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验证（见图２）；其次，由于重建中测量矩阵的随机性，通
过多次实验来比较上述 ７种算法以及我们改进的
ＭＢＯＯＭＰ算法的重建结果．比较的标准仍然是测量次
数以及稀疏度和算法成功概率之间的关系，比较的结

果如图３和４．

首先，假设信号长度 Ｎ＝５１２，稀疏度 Ｋ＝４０，测量
次数 Ｍ＝２５６，采用高斯随机测量矩阵Φ∈ＲＭ×Ｎ：Φ（ｉ，

ｊ）＝ １
槡Ｍφ

ｉｊ，其中φｉ，ｊ～Ｎ（０，１），上述算法均高概率重

建原始信号，如图２所示．
从图２可看出，在充分的测量次数下，各种算法均

高概率恢复信号，为了进一步比较各种算法之间的重

建效果和信号稀疏度以及测量次数之间的关系，我们

再次采用本身稀疏的 ０－１随机信号，通过假设 Ｎ＝
２５６，Ｍ＝１２８，改变信号稀疏度，以及假设 Ｎ＝２５６，Ｋ＝
３０，改变测量次数，分别来进行５００次模拟实验，所得结
果如图３、图４所示．

从图３可看出，测量次数一定，随着信号稀疏度的
增加，信号重建的概率逐渐减小，在信号非常稀疏的情

况下，均高概率精确重建原始信号，但 ＯＭＰ，ＲＯＭＰ成功
概率相对较小，而 ＣｏＳａＭＰ，ＳＰ算法则以相对较高概率
精确重建原始信号，随着稀疏度的增加，ＣｏＳａＭＰ算法的
渐近效果却远差于其它算法，而从图４我们也发现稀疏
度一定，随着测量次数增多，信号重建的概率逐渐增

大，相比较而言，ＣｏＳａＭＰ以及 ＳＰ算法精确恢复原始信
号所需测量次数相对较少．从图３和图４中可发现，我
们的Ｍｂｏｏｍｐ算法虽然沿用 ＯＭＰ算法每次迭代取一个
元的机制，但在同等稀疏度或者测量次数条件下，信号

重构效果明显好于ＯＭＰ算法．

６ 总结和展望

本文主要梳理了重构计算中主要的贪婪算法和凸

优化算法，并通过模拟和比较实验进一步验证了各种

算法的优缺点．我们认为，虽然此综述不是穷尽的，但
是可以为有关研究和应用提供工具．我们进一步的方
向是寻找更优 ＣＳ测量矩阵类；发展更有效和低复杂度
算法．与此同时，我们将高度重视有关应用．例如 Ｒｉｃｅ
大学的 ＪａｓｏｎＮＬａｓｋａ以及密西根大学的 ＴａｍｅｒＲａｇｈｅｂ
等人在文献［２２］中提出压缩传感理论直接模拟－信息
变为可能，给出模拟－信息转换的一个框架，并为原型
ＡＩＣ提出一个完全的晶体管级实现，此项目由 ＤＡＲＰＡ
的模拟信息通过美国海军研究计划拨款（Ｎ６６００１０６１
２０１１）．美国威斯康星大学麦迪逊分校的 ＷＵＢａｊｗａ，Ｊ
Ｈａｕｐｔ，ＡＭＳａｙｅｅｄ和ＲＮｏｗａｋ等人 在文献［２３～２７］中依
次提出分布式信源通道匹配的通讯机制，被用来估计
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和分析在融合中心所传感到的数据功率失真时延折
中选择；提出用于非中心化数据压缩和预分布的新系

统；提出分布式匹配源信道通信方案；提出分布式联合

源—信源结构，用于远距离传感器现场数据的高效估

计，并且能量，失真和延迟间的对应关系作为传感器节

点的函数被分析．国内，北京航空航天大学的 ＢｉｎｇＤｕ
，ＬｉａｎｇＬｉｕ，ＪｕｎＺｈａｎｇ２００９年在文献［２８］中提出一种
建立在分布式可压缩传感理论上的抽样数据压缩和重

构的一种方法并用于无线传感网；厦门大学的 ＤｉＧｕｏ，
ＸｉａｏｂｏＱｕ，ＭｉｎｇｂｏＸｉａｏ，ＹａｎＹａｏ２００９年在文献［２９］中运
用可压缩传感理论于实际传感器网络数据恢复问题；

西安电子科技大学的石光明、刘丹化、高大化、刘哲、林

杰、王良君、李树涛、魏丹等人在文献［３０］、［３１］中也介
绍了ＣＳ理论及技术问题．
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ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００７，１（４）：５８６－５９８．

［３］ＩＤａｕｂｅｃｈｉｅｓ，ＭＤｅｆｒｉｓｅ，ＣＤｅＭｏｌ．Ａｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｌｉｎｅａｒｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈａｓｐａｒｓｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
［Ｊ］．ＣｏｍｍＰｕｒｅＡｐｐｌＭａｔｈ，２００４，５７（１１）：１４１３－１４５７．

［４］ＴＢｌｕｍｅｎｓａｔｈ，ＭＤａｖｉｅｓ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｈａｒｄｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇｆｏｒｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ［Ｊ］．ＡｐｐｌＣｏｍｐｕｔＨａｒｍｏｎＡｎａｌ，２００９，２７（３）：
２６５－２７４．

［５］ＡＣＧｉｌｂｅｒｔ，ＳＧｕｈａ，ＰＩｎｄｙｋ，ＳＭｕｔｈｕｋｒｉｓｈｎａｎ，ＭＪＳｔｒａｕｓｓ．
ＮｅａｒｏｐｔｉｍａｌｓｐａｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｖｉａｓａｍｐｌｉｎｇ［Ａ］．
Ｐｒｏｃ．ｏｆｔｈｅ２００２ＡＣＭＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＴｈｅｏｒｙｏｆＣｏｍｐｕｔｉｎｇ
ＳＴＯＣ［Ｃ］．Ｍｏｎｔｒｅａｌ，Ｑｕｅｂｅｃ，Ｃａｎａｄａ，２００２．１５２－１６１．

［６］ＥＣａｎｄèｓ，ＪＲｏｍｂｅｒｇ，ＴＴａｏ．Ｒｏｂｕｓｔｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ：Ｅｘ
ａｃｔｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｆｒｏｍｈｉｇｈｌｙｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＩｎｆｏｒｍＴｈｅｏｒｙ，２００６，５２（２）：４８９－
５０９．

［７］方红，章权兵，韦穗．基于亚高斯随机投影的图像重建方
法［Ｊ］．计算机研究与发展，２００８，４５（８）：１４０２－１４０７．
ＦａｎｇＨｏｎｇ，ＺｈａｎｇＱｕａｎｂｉｎｇ，ＷｅｉＳｕｉ．Ａｍｅｔｈｏｄｏｆｉｍａｇｅｒｅ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｕｂＧａｕｓｓｉａｎｒａｎｄｏｍｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒ
ｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＲｅｓｅａｒｃｈａｎｄＤｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ，２００８，４５（８）：１４０２
－１４０７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［８］ＥＣａｎｄｅｓ，ＴＴａｏ．Ｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｖｉａｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ
［Ａ］．Ｐｒｏｃ．ｏｆ４６ｔｈＡｎｎｕａｌＩＥＥＥＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓ
ｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅＦＯＣＳ［Ｃ］．Ｐｉｔｔｓｂｕｒｇｈ，Ｐｅｎｎｓｙｌｖａｎｉａ，
ＵＳＡ，２００５．２９５－３０８．

［９］ＳＭａｌｌａｔ，ＺＺｈａｎｇ．Ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔｉｎａｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｃｔｉｏ

ｎａｒｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＳｉｎｇａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，１９９３，４１（１２）：３３９７－
３４１５．

［１０］ＥＪＣａｎｄèｓ，ＴＴａｏ．Ｄｅｃｏｄｉｎｇｂｙｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓＩｎｆｏｒｍＴｈｅｏｒｙ，２００５，５１（１２）：４２０３－４２１５．

［１１］ＳＪＫｉｍ，ＫＫｏｈ，ＭＬｕｓｔｉｇ，ＳＢｏｙｄ，ＤＧｏｒｉｎｅｖｓｋｙ．Ａｉｎｔｅｒｉｏｒ
ｐｏｉｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｌａｒｇｅｓｃａｌｅｌ１ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｐｒｏｂ
ｌｅｍｓｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｓｅａｒｃｈ，２００７，７（８）：１５１９－
１５５５．

［１２］ＷＹｉｎ，ＳＯｓｈｅｒ，ＤＧｏｌｄｆａｒｂ，ＪＤａｒｂｏｎ．Ｂｒｅｇｍａｎｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇａｎｄｒｅｌａｔｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．
ＳＩＡＭＪＩｍａｇｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００８，１（１）：１４３－１６８．

［１３］ＪＴｒｏｐｐ，ＡＧｉｌｂｅｒｔ．Ｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍｒａｎｄｏｍｍｅａｓｕｒｅ
ｍｅｎｔｓｖｉａｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓ．Ｉｎ
ｆｏｒｍ．Ｔｈｅｏｒｙ，２００７，５３（１２）：４６５５－４６６６．

［１４］方红，章权兵，韦穗．基于改进的后退型最优正交匹配追
踪的图像重建方法［Ｊ］．华南理工大学学报，２００８，３６（８）：
２３－２７．
ＦａｎｇＨｏｎｇ，ＺｈａｎｇＱｕａｎｂｉｎｇ，ＷｅｉＳｕｉ．Ｉｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄｏｎｉｍｐｒｏｖｅｄｂａｃｋｗａｒｄｏｐｔｉｍｉｚｅｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇ
ｐｕｒｓｕｉｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈＣｈｉｎａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００８，３６（８）：２３－２７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１５］ＤＮｅｅｄｅｌｌ，ＶｅｒｓｈｙｎｉｎＲ．Ｕｎｉｆｏｒｍｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄ
ｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｖｉａｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ
［Ｊ］．Ｆｏｕｎｄ．ＣｏｍｐｕｔＭａｔｈ，２００９，９（３）：３１７－３３４．

［１６］ＤＬＤｏｎｏｈｏ，ＩＤｒｏｒｉ，ＹＴｓａｉｇ，ＪＬＳｔａｒｃｋ．ＳｐａｒｓｅＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
ＵｎｄｅｒｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄＬｉｎｅａｒＥｑｕａｔｉｏｎｓｂｙＳｔａｇｅｗｉｓｅＯｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ［Ｒ］．ＳｔａｎｆｏｒｄＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，２００６．

［１７］ＤＮｅｅｄｅｌｌ，ＪＡＴｒｏｐｐ．ＣｏＳａＭＰ：Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍ
ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅａｎｄｉｎａｃｃｕｒａｔｅｓａｍｐｌｅｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌＡｎｄＣｏｍｐ
Ｈａｒｍ．Ａｎａｌ，２００９，２６（３）：３０１－３２１．

［１８］ＷＤａｉ，ＯＭｉｌｅｎｋｏｖｉｃ．Ｓｕｂｓｐａｃｅｐｕｒｓｕｉｔｆｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓ
ｉｎｇｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＩｎｆｏｒｍ Ｔｈｅｏｒｙ，
２００９，５，５５（５）：２２３０－２２４９．

［１９］ＡＧｉｌｂｅｒｔ，ＭＳｔｒａｕｓｓ，ＪＴｒｏｐｐ，ＲＶｅｒｓｈｙｎｉｎ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｌｉｎｅａｒ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎｉｎｔｈｅｌ１ｎｏｒｍｆｏｒｓｐａｒｓｅｖｅｃｔｏｒｓ［Ａ］．
Ｐｒｏｃ．４４ｔｈＡｎｎｕａｌＡｌｌｅｒｔｏｎＣｏｎｆＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ，Ｃｏｎｔｒｏｎ，ａｎｄ
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｃ］．Ａｌｌｅｒｔｏｎ，ＵＳＡ，２００６，９．

［２０］ＡＧｉｌｂｅｒｔ，ＭＳｔｒａｕｓｓ，ＪＴｒｏｐｐ，ＲＶｅｒｓｈｙｎｉｎ．Ｏｎｅｓｋｅｔｃｈｆｏｒ
ａｌｌ：Ｆａｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ［Ａ］．Ｐｒｏｃ．３９ｔｈ
ＡＣＭＳｙｍｐ．ＴｈｅｏｒｙｏｆＣｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｃ］．ＳａｎＤｉｅｇｏ，ＵＳＡ，
２００７．７．２３７－２４６．

［２１］ＭＩｗｅｎ．ＡｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃｓｕｂｌｉｎｅａｒｔｉｍｅｓｐａｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｖｉａｎｏｎａｄａｐｔｉｖｅｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ［ＤＢ／
ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｄｓｐ．ｒｉｃｅ．ｅｄｕ／ｃｓ，２００７．

［２２］ＪｏｅｌＡＴｒｏｐｐ，ＭａｒｃｏＦＤｕａｒｔｅ，ＪｕｓｔｉｎＫＲｏｍｂｅｒｇ，ＲｉｃｈａｒｄＧ
Ｂａｒａｎｉｕｋ．Ｂｅｙｏｎｄｎｙｑｕｉｓｔ：Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｍｐｌｉｎｇｏｆｓｐａｒｓｅｂａｎ
ｄｌｉｍｉｔｅｄｓｉｇｎａｌｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏ
ｒｙ，２０１０，５６（１）：５２０－５４４．

７４１第 １ 期 杨海蓉：压缩传感理论与重构算法



［２３］Ｗ ＵＢａｊｗａ，ＪＨａｕｐｔ，ＡＭＳａｙｅｅｄ，ＲＮｏｗａｋ．Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ
ｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｉｎｇ［Ａ］．Ｐｒｏｃ．ＩＰＳＮ’０６［Ｃ］．Ｎａｓｈｖｉｌｌｅ，ＴＮ，
ＵＳＡ，２００６．４．１３４－１４２．

［２４］ＭＲａｂｂａｔ，ＪＨａｕｐｔ，ＡＳｉｎｇｈ，ＲＮｏｗａｋ．Ｄｅｃｅｎｔｒａｌｉｚｅｄｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｉｏｎａｎｄｐｒｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｖｉａｒａｎｄｏｍｉｚｅｄｇｏｓｓｉｐｉｎｇ［Ａ］．
Ｐｒｏｃ．ＩＰＳＮ’０６［Ｃ］．Ｎａｓｈｖｉｌｌｅ，ＴＮ，ＵＳＡ，２００６．４．５１－５９．

［２５］Ｗ ＵＢａｊｗａ，ＪＨａｕｐｔ，ＡＭ Ｓａｙｅｅｄ，ＲＮｏｗａｋ．Ａｕｎｉｖｅｒｓａｌ
ｍａｔｃｈｅｄｓｏｕｒｃｅｃｈａｎｎｅｌｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｆｏｒｗｉｒｅｌｅｓｓ
ｓｅｎｓｏｒｅｎｓｅｍｂｌｅｓ［Ａ］．Ｐｒｏｃ．ＩＣＡＳＳＰ’０６［Ｃ］．Ｔｏｕｌｏｕｓｅ，
Ｆｒａｎｃｅ，２００６．５．１１５３－１１５６．

［２６］ＷａｈｅｅｄＵＢａｊｗａ，ＪａｒｖｉｓＤＨａｕｐｔ，ＡｋｂａｒＭＳａｙｅｅｄ，Ｒｏｂｅｒｔ
ＤＮｏｗａｋ．Ｊｏｉｎｔｓｏｕｒｃｅｃｈａｎｎｅｌｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｆｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｉｎｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓＩｎｆｏｒｍＴｈｅｏｒｙ，
２００７，５３（１０）：３６２９－３６５３．

［２７］ＪａｒｖｉｓＨａｕｐｔ，ＷａｈｅｅｄＵ Ｂａｊｗａ，ＭｉｃｈａｅｌＲａｂｂａｔ，Ｒｏｂｅｒｔ
Ｎｏｗａｋ．ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇｆｏｒｎｅｔｗｏｒｋｅｄＤａｔａ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＭａｇａｚｉｎｅ，２００８，２５（２）：９２－１０１．

［２８］ＢｉｎｇＤｕ，ＬｉａｎｇＬｉｕ，ＪｕｎＺｈａｎｇ．ＭｕｌｔｉｓｅｎｓｏｒＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｏｍ
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